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1 集合运算, 事件与概率
方法论:

事件运算 ←→ 集合运算

对于事件 A,B, 有

事件交, 并, 余, 差←→ A ∩ B,A ∪B,Ac(对立事件), A\B

ω ∈ A ∩ B ⇐⇒ ω ∈ A且ω ∈ B ⇐⇒ A,B同时发生

ω ∈ A ∪ B ⇐⇒ ω ∈ A或ω ∈ B ⇐⇒ A发生或B发生

ω ∈ Ac ⇐⇒ ω /∈ A⇐⇒ Ac发生⇐⇒ A不发生

ω ∈ A\B ⇐⇒ ω ∈ A且ω /∈ B ⇐⇒ A发生但同时B不发生

1.1 随机事件 (集合) 的运算

设 {Ai, i ∈ I} 为一列事件族, 类比数列上下确界的定义, 我们定义记号

sup
i∈I

Ai :=
∪
i∈I

Ai = {x : ∃i ∈ I, x ∈ Ai} , inf
i∈I

Ai :=
∩
i∈I

Ai = {x : ∀i ∈ I, x ∈ Ai} .

集合运算的三个基本性质: 交换律, 结合律, 分配律. 分配律可表示为:

B ∩

(∪
i∈I

Ai

)
=
∪
i∈I

(B ∩ Ai), B ∪

(∩
i∈I

Ai

)
=
∩
i∈I

(B ∪ Ai)

定理 1.1 (De.Morgan 法则). 设 {Ai, i ∈ I} 为一列事件族, 则有

(1)
(∪

i∈I

Ai

)c

=
∩
i∈I

Ac
i ;
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(2)
(∩

i∈I

Ai

)c

=
∪
i∈I

Ac
i .

关于

n∪
i=1

Ai, 我们有如下分划:

命题 1.1. 设 {Ai, i = 1, 2, · · · , n} 为一列事件族 (n ⩽ +∞), 则有

n∪
i=1

Ai =
n⊔

i=1

(
Ai\

i−1∪
k=1

Ak

)
.

其中
⊔
表示无交并. 通过上述方式, 我们可以将

∪
i∈I

Ai 转化成事件的无交并 (互不相容), 并利

用概率测度的可列可加性进行计算.

我们考虑事件序列 {An} 的极限:

(1) 上限事件 : lim sup
n→+∞

An :=
∞∩
n=1

∞∪
m=n

Am =
{
ω :有无穷多个Ak包含ω

}
, 即 {An} 发生无穷多次;

(2) 下限事件 : lim inf
n→+∞

An :=
∞∪
n=1

∞∩
m=n

Am =
{
ω :有限个Ak不包含ω

}
, 即 {An} 不发生有限次.

注. 利用
{

∞∪
m=n

Am

}∞

n=1

的递减性和

{
∞∩

m=n

Am

}∞

n=1

的递增性, 我们亦有:

lim sup
n→+∞

An = lim
n→∞

∞∪
m=n

Am, lim inf
n→+∞

An = lim
n→∞

∞∩
m=n

Am.

定义 1.1. 我们称事件序列 {An} 收敛, 若 lim sup
n→+∞

An = lim inf
n→+∞

An. 记收敛的极限为 A := lim
n→+∞

An.

接上, 不难验证 A ∈ F , 且满足概率连续性: P(A) = lim
n→+∞

P(An) (注意到
∞∩

m=n

Am ⊆ An ⊆
∞∪

m=n

Am).

例 1.1. 设 {fn(x)} 及 f(x) 是定义在 R 上的实值函数, 则使 fn(x) 不收敛于 f(x) 的一切点 x 所形

成的集合 D 可表示为

D =
∞∪
k=1

∞∩
N=1

∞∪
n=N

{
x : |fn(x)− f(x)| ⩾ 1

k

}
.

引理 1.1. 概率测度的一些性质:

(1) P(Ac) = 1− P(A);

(2) 若 A ⊂ B, 则 P(B) = P(A) + P(B\A) ≥ P(A);

(3) P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) =
n∑

i=1

P

(
Ai\

i−1∪
k=1

Ak

)
, n ⩽ +∞;
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(4) P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B);

(5) 次 (σ) 可加性:

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ⩽
n∑

i=1

P(Ai), n ⩽ +∞;

(6) Jordan 公式:

P

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

P(Ai1 · · ·Aik).

其中 (3) 由命题 1.1 得到, (5) 可由 (2), (3) 得到, (6) 为作业.

例 1.2. 设事件 A1, A2, · · · , An 相互独立, P(Ai) = pi, i = 1, 2, · · · , n. 求:

(1) 这 n 个事件中至少发生一个的概率 P1;

(2) 这 n 个事件中恰好发生一个的概率 P2.

解. 注意到
{
这 n 个事件中至少发生一个

}
= A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, 故有

P1 = P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) = 1− P(Ac
1A

c
2 · · ·Ac

n)
独立
==== 1−

n∏
i=1

P(Ac
i) = 1−

n∏
i=1

(1− pi).

注意到
{
这 n 个事件中恰好发生一个

}
= (Ac

1A
c
2 · · ·An)⊔(Ac

1A
c
2 · · ·An−1A

c
n)⊔· · ·⊔(A1A

c
2 · · ·Ac

n),
故有

P2 = P

(
n⊔

i=1

(Ac
1A

c
2 · · ·Ac

i−1AiA
c
i+1 · · ·Ac

n)

)

=
n∑

i=1

P(Ac
1A

c
2 · · ·Ac

i−1AiA
c
i+1 · · ·Ac

n)

独立
====

n∑
k=1

pk

n∏
i=1,i ̸=k

(1− pi).

例 1.3 (赌徒破产问题). Player 财富为 k, Dealer 财富为 N − k, 掷一枚均匀硬币, 出现正面 H 时

Player 赢 1 Dealer 输 1, 否则 Dealer 赢 1 Player 输 1. 双方赌到一方输光时游戏结束. 问存在某个
状态游戏结束的概率？

解. 假设游戏结束后继续投掷硬币并保持两人财富保持不变. 记
Ai =

{
第(i− 1)N + 1次至第iN次投掷硬币均出现正面 H

}
, B =

{
存在某个状态游戏结束

}
. 则

Bc =
{
游戏无限进行下去

}
, 且 Ai 相互独立. 注意到对 ∀i ∈ N∗, 有 Ai ⊆ B, 故对 ∀n ∈ N∗, 有

Bc ⊆
n∩

i=1

Ac
i . 所以

P(Bc) ⩽ P

(
n∩

i=1

Ac
i

)
独立
====

n∏
i=1

P(Ac
i) = (1− 2−N)n.

由 n 的任意性, 令 n→ +∞, 得 P(Bc) = 0, 即 P(B) = 1. 故存在某个状态游戏结束的概率为 1.
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我们已经知道, 重复独立试验中, 小概率事件必然发生. 上例是其中的一个应用.

1.2 条件概率的应用与递推法

引理 1.2 (全概率公式). 设 B1, · · · , Bn 为 Ω 的一个划分, 且 ∀i,P(Bi) > 0, 则

P(A) =
n∑

i=1

P(Bi)P(A | Bi)

引理 1.3 (贝叶斯公式). 设 A1, A2, · · · , An 为 Ω 的一个划分, P(Ai) > 0, ∀i, 则当 P(B) > 0 时有:

P(Ai | B) =
P(Ai)P(B | Ai)

P(B)
=

P(Ai)P(B | Ai)∑n
j=1 P(Aj)P(B | Aj)

引理 1.4. 设 A1, A2, · · · , An 为 Ω 的一个划分, P(A1A2 · · ·An−1) > 0, 则有

P(A1A2 · · ·An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2) · · ·P(An|A1A2 · · ·An−1)

例 1.4. A 与 B 两个小孩从自己装有红与黄两种颜色积木的袋子里各摸出一块, A 摸出红色与黄色
的概率分别是 0.8 与 0.2, B 摸出红色与黄色的概率分别是 0.9 与 0.1. 现有一块红色积木, 求其为
A 取出的概率.

解. 记事件 X 表示积木是由 A 摸出的, 事件 Y 表示摸出的积木是红色的. 则有

P(X|Y ) =
P(Y |X)P(X)

P(Y |X)P(X) + P(Y |Xc)P(Xc)
=

0.8 · 0.5
0.8 · 0.5 + 0.9 · 0.5

=
8

17
.

例 1.5. 设有甲和乙两个罐子, 甲罐中有 m 个红球和 n 个黑球, 乙罐中有 n 个红球和 m 个黑球, 且
m > n. 随机选取一个罐子再从中随机抽取一球, 发现为红球, 将其放回后并摇匀. 若再次在该罐中
随机抽取一球, 问该球仍为红色的概率是否比 1

2
大?

解. 记事件 X 表示球是由甲取出的, 事件 R1 表示第一次取出的球是红球, 事件 R2 表示第二次取

出的球是红球. 则有

P(R2|R1) =
P(R1R2)

P(R1)
=

P(R1R2|X)P(X) + P(R1R2|Xc)P(Xc)

P(R1|X)P(X) + P(R1|Xc)P(Xc)
=

1
2
(( m

m+n
)2 + ( n

m+n
)2)

1
2
( m
m+n

+ n
m+n

)
=

m2 + n2

(m+ n)2
>

1

2
.

这里不能取等是因为 m > n.

例 1.6. 平面上有 n 个不同的点, 编号分别为 1, 2, · · · , n. 现有一个质点在这些点上做随机游动, 假
设每次它在某点上停留片刻之后就会在其余所有点中等概率选择一个并移动到该点上. 设其初始位
置为点 1 上, 求它在第一次返回此点之前访问过点 2 的概率.

解. 设所求概率对应的事件 C1, 事件 Ai 表示在初始位置为点 i 下, 第一次返回点 1 之前访问过点 2
(访问过的点包括初始位置), 事件 Bij 表示初始位置为点 i 下首次到 j. 则有

P(C1) = P(B12)P(C1|B12) +
n∑

k=3

P(B1k)P(C1|B1k) = P(B12)P(A2) +
n∑

k=3

P(B1k)P(Ak)



概率论第 1 次习题课讲义 5

=
1

n− 1
P(A2) +

n− 2

n− 1
P(Ak)

=
1

n− 1
+

n− 2

n− 1
P(A3).

由对称性知, P(A3) = P(Ac
3) =

1

2
. 所以 P(A1) =

n

2(n− 1)
.

例 1.7. 甲乙两坛子中各装一只白球和一只黑球, 从两坛中各取出一球交换后放入另一坛中. 记事
件 An, Bn, Cn 分别表示第 n 次交换后甲坛的白球数是 2, 1, 0, 记 pn, qn, rn 表示其对应的概率, 求
pn, qn, rn 的关系式, 并讨论当 n→ +∞ 时的情形.

解. 我们有

pn+1 = P(An+1) = P(An+1|An)P(An) + P(An+1|Bn)P(Bn) + P(An+1|Cn)P(Cn) =
1

4
P(Bn) =

1

4
qn

类似地, 有

qn+1 = P(Bn+1) = P(Bn+1|An)P(An) + P(Bn+1|Bn)P(Bn) + P(Bn+1|Cn)P(Cn)

= P(An) +
1

2
P(Bn) + P(Cn)

= pn +
1

2
qn + rn.

rn+1 = P(An+1) = P(Cn+1|An)P(An) + P(Cn+1|Bn)P(Bn) + P(Cn+1|Cn)P(Cn) =
1

4
P(Bn) =

1

4
qn

将上述三式联立, 利用 q0 = 1, q1 =
1

2
, 消去 pn, rn, 得

qn+1 − qn = −1

2
(qn − qn−1) =⇒ qn =

2

3

(
1−

(
−1

2

)n+1
)

进而

pn = rn =
1

6

(
1−

(
−1

2

)n)
令 n→ +∞, 可得 p := lim

n→+∞
pn =

1

6
, r := lim

n→+∞
rn =

1

6
, q := lim

n→+∞
qn =

2

3
.

例 1.8 (配对问题). n对夫妇面对面随机占座,求恰好有 k 对夫妇面对面坐的概率 P
(n)
k .(0 ⩽ k ⩽ n).

解. 把 n 位男士和 n 位女士按序标号, 且同对夫妇标号相同. 记 Ai 表示标号 i 的夫妇面对面坐. 先
看 k = 0 时的情形. 对 ∀i1 < i2 < · · · < ik, 有

P(Ai1Ai2 · · ·Aik) =
(n− k)!

n!

利用 Jordan 公式, 有

P
(n)
0 = P

(
n∩

k=1

Ac
k

)
= 1−

(
n∪

k=1

Ak

)
= 1−

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

P(Ai1 · · ·Aik)
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= 1−
n∑

k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
(n− k)!

n!

=
n∑

k=0

(−1)k

k!
.

再看 1 ⩽ k ⩽ n 时的情形. 考虑仅标号为第 i1, i2, · · · ik 的夫妇面对面坐的概率:

P(Ai1 · · ·AikA
c
ik+1
· · ·Ac

in) = P(Ai1)P(Ai2 |Ai1) · · ·P(Aik |Ai1 · · ·Aik−1
)P(Aick+1

· · ·Ac
in |Ai1 · · ·Aik)

=
1

n

1

n− 1
· · · 1

n− (k − 1)
P

(n−k)
0

=
(n− k)!

n!
P

(n−k)
0

故有

P
(n)
k =

∑
i1<···<ik

P(Ai1 · · ·AikA
c
ik+1
· · ·Ac

in) =

(
n

k

)
(n− k)!

n!
P

(n−k)
0 =

1

k!

n−k∑
i=0

(−1)i

i!
.

注. 我们发现, lim
n→+∞

P
(n)
k =

e−1

k!
, 该值即为参数为 1 的泊松分布的随机变量取 k 值的概率 (后续章

节会讲到).

变式 1.8. 考试时共有 N 张考签, n 个学生参加考试 (n ⩾ N), 被抽过的考签立刻放回, 求在考试结
束之后, 恰好有 k 张没有被抽到的概率.

答案:
N−k∑
i=0

(−1)i N !

k!i!(N − k − i)!

(N − k − i)n

Nn
.

2 补充习题

注. 关于 “摸球” 问题, 常见方法主体为如下几种:

• 若为古典概型 (样本空间有限 + 各事件发生等概率) 问题, 可以通过排列组合方法, 计算样本
空间和事件 A 的样本点个数, 然后按定义计算: 对于事件 A ⊆ Ω, 有

P(A) =
|A|
|Ω|

.

• 利用全概率公式, 贝叶斯公式, 教材习题 1.4.2 的公式等条件概率方法, 以及利用基本的概率
测度运算性质.

• 若题干中涉及到含参整变量, 可结合上条方法得到递推关系, 转化成数列递推方法解决.
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1 证明 Bonferroni 不等式:

P

(
n∪

r=1

Ar

)
⩾

n∑
r=1

P(Ar)−
∑

1⩽r<k⩽n

P(Ar ∩ Ak).

提示. 注意到

P

(
n+1∪
r=1

Ar

)
= P

(
n∪

r=1

Ar

)
+ P(An+1)− P

(
n∪

r=1

(Ar ∩ An+1)

)

⩾ P

(
n∪

r=1

Ar

)
+ P(An+1)−

n∑
r=1

P(Ar ∩ An+1),

再利用归纳法即可.

2 甲、乙两人轮流抛掷一枚均匀的骰子. 甲先掷, 一直到掷出了 1 点, 交给乙掷, 而到乙掷出了
1 点, 再交给甲掷, 并如此一直下去. 求第 n 次抛掷时由甲掷的概率.

解. 记事件 An 表示第 n 次抛掷时由甲掷, 记 pn = P(An). 利用全概率公式, 有

pn = P(An) = P(An−1)P(An|An−1) + P(Ac
n−1)P(An|Ac

n−1) =
5

6
pn−1 +

1

6
(1− pn−1) =

2

3
pn−1 +

1

6
.

利用 p1 = 1, 整理并求解:

pn −
1

2
=

2

3
(pn−1 −

1

2
) =⇒ pn =

1

2

(
2

3

)n−1

+
1

2
.

3 100 名乘客登上一架正好有 100 个座位的飞机, 每名乘客对应一个座位. 第一位乘客先随机
选择一个座位坐. 第二位乘客如果自己的座位空着就坐自己的座位, 否则就在其他空余的座位中随
机选择一个座位坐. 第三位乘客如果自己的座位空着就坐自己的座位, 否则就在其他空余的座位中
随机选择一个座位坐. 这个过程一直持续到所有的 100 名乘客都登机为止. 求最后一名乘客坐自己
的座位的概率.

提示. 不妨对任意 i, 第 i 名乘客对应第 i 个座位. 把上述 100 一般化为 n(n ⩾ 2), 记最后一名乘客
坐自己的座位的概率是 pn. 用归纳法证明 pn =

1

2
. 注意到: 若第 1 位乘客选择第 1 个座位, 则最后

一名乘客一定坐到自己的座位; 若第 1 位乘客选择第 i 个座位 (2 ⩽ i ⩽ n− 1), 则第 2 位至第 i− 1

位乘客都坐到自己的座位, 之后的情形等同于原题中乘客座位数量为 n− i+ 1 时的情形; 若第 1 位
乘客选择第 n 个座位, 则最后一名乘客一定坐不到自己的座位. 因此, 通过对第一位乘客选择的座
位号取条件概率可以得到

pn+1 =
1

n+ 1
+

1

n+ 1

n∑
k=2

pk.

利用归纳假设即得概率是
1

2
.
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4 涂色问题 平面上的 n 个点和连接各点之间的连线叫做一个完全图, 记作 G. 点称作图的顶点,

顶点之间的连线叫做边, 共有
(
n

2

)
条. 给定一个整数 k, G 中任意 k 个顶点连同相应的边构成一个

有 k 个顶点的完全子图, G 中共有
(
n

k

)
个这样的子图, 记作 Gi, i = 1, · · · ,

(
n

k

)
. 现将图 G 的每

条边涂成红色或蓝色. 当
(
n

k

)
< 2

k(k−1)
2

−1 时, 问: 是否有一种涂色方法, 使得没有一个子图 Gi 的(
k

2

)
条边是同一颜色的.

解. 上述组合问题我们通过概率方法解决. 我们对 G 的边进行随机涂色, 每条边为红色和蓝色的概

率是
1

2
. 记事件 Ai 表示子图 Gi 各边的颜色相同, 则

n∩
i=1

Ac
i 表示没有一个子图 Gi 的

(
k

2

)
条边是

同一颜色的. 利用

P(Ai) = P(Gi的各边均为红色) + P(Gi的各边均为蓝色) =
2

2(
k
2
)
= 2

k(k−1)
2

−1

及

(
n

k

)
< 2

k(k−1)
2

−1, 有

P

(
n∪

i=1

Ai

)
⩽

P∑
i=1

(Ai) =

(
n

k

)
2

k(k−1)
2

−1 < 1

故 P

(
n∩

i=1

Ac
i

)
> 0. 从而存在一种涂色方法, 使得没有一个子图 Gi 的

(
k

2

)
条边是同一颜色的.

3 乘积空间浅引 ∗

问题: 同时抛掷 2 枚硬币与抛掷 1 枚硬币两次的概率空间的关系？
事实: ∀i ∈ I,Fi ⊂ 2Ω 为 σ 代数, 则

∩
i∈I

Fi 亦为 σ 代数.

例 3.1. Ω = {1, 2, · · · , n}, Ai = {i}(n > 2),Fi = {∅,Ω, Ai, A
c
i}, 则 F1 ∪F2 = {∅,Ω, A1, A

c
1, A2, A

c
2},

明显 A1 ∪ A2 = {1, 2} /∈ F1 ∪ F2, 非 σ 代数.

由小 σ 代数到大 σ 代数, 方式之一: 对 F ,G ⊂ 2Ω, 称包含 F ,G 的最小 σ 代数为 F 与 G 生成
的 σ 代数, 记为 σ(F ∪ G) .
典型例子: 1 维 Borel 域: R 上形如 (a, b] 区间生成的 σ 代数, 记为 B(R), 其中每个元素称为

Borel 集. {b} =
∩
n

(
b− 1

n
, b

]
, (a, b) = (a, b]\{b}, [a, b] = {a} ∪ (a, b], [a, b) = {a} ∪ (a, b). 即一切开

区间, 闭区间, 半开半闭区间均为 Borel 集.
n 维 Borel 域: Rn 上形如 (a1, b1]× · · · × (an, bn] 生成的 σ 域, 记为 B(Rn)

0本节来自 19 级数院何家志同学整理的往年笔记, 这部分大家有兴趣了解即可
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乘积空间: (Ω1,F1,P1), (Ω2,F2,P2) 构造更大空间?

Ω1 × Ω2 = {(ω1, ω2) : ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2}

F1 ×F2 = {A1 × A2 : Ai ∈ Fi, i = 1, 2}

未必为 σ 代数.

例 3.2. 接例子(3.1). F1×F2 = {∅,Ω×Ω, A1×Ac
2, A

c
1×A2, A

c
1×Ac

2, · · · },显见 A1×A2 ∈ F1×F2,
但

(A1 × A2)
c = Ω× Ω\{1, 2}

= {2, 3, · · · , n} × Ω ∪ Ω× {1, 3, 4, · · · , n}

/∈ F1 ×F2

记 F = σ(F1 ×F2) 看作 Ω = Ω1 × Ω2 的 σ 代数, 概率测度? 引入 F1 ×F2 上函数

P12 : F1 ×F2 → R,P12(A1 × A2) := P1(A1)P2(A2)

特别地, F1 ×F2 中元素的不交并, 若 Ω1,Ω2 有限, Fi = 2Ωi , 这时 P12 良定.
对应: Ai ∈ Fi, A1 ←→ A1 × Ω2, A2 ←→ Ω1 × A2, 在 (Ω1 × Ω2, σ(F1 ×F2),P12) 看 A1 × A2

P12(A1 × A2) = P1(A1)P2(A2) = P12(A1 × Ω2) · P12(Ω1 × A2)

表明 A1 × Ω2 与 Ω1 × A2 独立.

例 3.3. 掷硬币 2 次. Ω = {HH,HT, TH, TT} = {H,T} × {H,T}

P12(HH) = P1(H)P2(H) =
1

4
,P12(HT ) =

1

4
.
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